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Zusammenfassung
In dieser Arbeit werden Anwendungen der Fourier-Analyse im Zusammenhang mit
der Berechnung der Kreiszahl pi sowie der Cotangens-Funktion behandelt. Weiterhin
werden zahlreiche Funktionen mit ihren Fourier-Reihen vorgestellt und graphische
Darstellungen der Funktionen mit ausgewa¨hlten Fourier-Polynomen gezeigt.
Berechnungen und Plots erfolgen unter Verwendung des Computeralgebrasystems
Maple.
Aus der immensen Fu¨lle des Angebots auf diesem Gebiet, das auch im Internet
problemlos auffindbar ist und zur Verfu¨gung steht, wird hier nur eine subjektive
Auswahl getroffen.
Johann Wolfgang von Goethe
IĚ denke immmer,
wenn iĚ einen DruĘfehler sehe,
es sei etwas Neues erfunden.
Die WiĄensĚaft wird dadurĚ sehr zur§Ęgehalten,
da man siĚ abgibt mit dem was niĚt wiĄenswert,
und mit dem was niĚt wibar iĆ.
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Kapitel 1
Fourier-Reihen und Anwendungen
1.1 Formeln zur Fourier-Reihe
Die Fourier-Reihenentwicklung einer Funktion kann geschickt fu¨r die Berechnung von
mathematischen Konstanten und in anderen Zusammenha¨ngen verwendet werden.
Dazu in kurzer Version die Konstruktion der Fourier-Reihe.
Sei f(x) eine 2pi-periodische hinreichend glatte Funktion mit dem Periodizita¨tsinter-
vall [−pi, pi]. Dann notiert man diese auf der Grundlage des orthonormalen Systems
der trigonometrischen Polynome
1√
2pi
,
1√
pi
cos(x),
1√
pi
sin(x),
1√
pi
cos(2x),
1√
pi
sin(2x), ... (1.1)
als unendliche bzw. endliche Funktionenreihe
f(x) =
a0
2
+
∞∑
k=1
[ak cos(kx)+bk sin(kx)], fn(x) =
a0
2
+
n∑
k=1
[ak cos(kx)+bk sin(kx)](1.2)
mit den Fourier-Koeffizienten
ak =
1
pi
pi∫
−pi
f(x) cos(kx) dx, bk =
1
pi
pi∫
−pi
f(x) sin(kx) dx, k = (0, )1, 2, ..., n. (1.3)
Nehmen wir die Parsevalsche Gleichung als Beziehung zwischen f und der Folge ihrer
Fourier-Koeffizienten αi = (f, ϕi) in der Form
‖f‖22,1 =
pi∫
−pi
f(x)2 dx =
∞∑
i=0
α2i , ‖fn‖22,1 =
n∑
i=0
α2i , (1.4)
dann gilt mit den Fourier-Koeffizienten ak, bk analog zum Lehrsatz von Pythagoras
‖f‖22,1 = pi
(
a20
2
+
∞∑
k=1
(a2k + b
2
k)
)
, ‖fn‖22,1 = pi
(
a20
2
+
n∑
k=1
(a2k + b
2
k)
)
. (1.5)
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1.2 Fourier-Reihen und Kreiszahl pi
Dazu betrachten wir einfache Beispiele von reellen Fourier-Reihen fu¨r 2pi-periodische
Funktionen. Von der Ausgangsfunktion bilden wir jeweils die periodische Fortsetzung.
Eine Formel mit der Kreiszahl wird mo¨glich z. B. mit der Besselschen Gleichung, wo
sowohl die Integration von f 2 im Intervall als auch die Berechnung der Fourier-
Koeffizienten fu¨r einfache Integranden unmittelbar die Gro¨ße pi ins Spiel bringt.
1.2.1 Rechteckschwingung
Wir wenden die Formeln auf die Rechteckschwingung, Rechteckimpuls, Rechteckpuls
oder Sprungfunktion im Intervall [0, 2pi] an.
f(x) = sign(sin(x)) =

1, falls 0 < x < pi,
−1, falls pi < x < 2pi,
0, falls x = kpi, k ∈ Z,
f(x) = f(x+ 2pi). (1.6)
Natu¨rlich kann man als Periodenintervall auch [−pi, pi] nehmen.
Die periodische Fortsetzung von f(x) auf [Ia, Ib], T = Ib − Ia, erfolgt in Maple
mittels f(x-T*floor((x-Ia)/T)).
Abb. 1.1 f(x) Rechteckschwingung, x ∈ [0, 2pi], f(x) ist 2pi−periodisch
Zur Auswertung der Fourier-Koeffizienten (1.3) zerlegen wir das Integrationsintervall
in zwei Ha¨lften, auf denen jeweils die Stammfunktionen und somit die Teilintegrale
bestimmt werden. Die Koeffizienten ak als Fla¨chen sind alle Null wegen der Symme-
trie von cos(kx) - ist eine gerade Funktion - und Asymmetrie von f(x) zum Nullpunkt
- ist eine ungerade Funktion. Fu¨r die anderen Koeffizienten erha¨lt man, ebenfalls bei
Beachtung der Symmetrieeigenschaften
bk =
1
pi
 0∫
−pi
(−1) sin(kx) dx+
pi∫
0
(+1) sin(kx) dx
 = 2
pi
pi∫
0
sin(kx) dx,
=
2
pi
[− cos(kx)
k
]pi
0
=
2
pi
− cos(kpi) + 1
k
=
 0, falls k gerade,4
kpi
, falls k ungerade.
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Die gesuchte Fourier-Reihe f(x) ist natu¨rlich eine ungerade Funktion, die zugeho¨rigen
Fourier-Polynome seien fn(x).
f(x) =
4
pi
∞∑
k=1
sin((2k − 1)x)
2k − 1 , fn(x) =
4
pi
n∑
k=1
sin((2k − 1)x)
2k − 1 . (1.7)
Abb. 1.2 f(x) Rechteckschwingung, x ∈ [0, 2pi], f(x) ist 2pi-periodisch,
sowie Fourier-Polynome fn(x), n = 1, 2, 3, 50
Nach der Parsevalschen Gleichung bzw. dem Satz von Pythagoras haben wir
‖f‖22,1 = (f, f) =
2pi∫
0
12 dx = 2pi = pi
[( 4
pi
)2
+
( 4
3pi
)2
+
( 4
5pi
)2
+ ...
]
und als Nebeneffekt der Fourier-Reihenentwicklung die Zahlenreihe fu¨r pi
2
8
bzw. pi2
pi2
8
=
∞∑
k=1
1
(2k − 1)2 . (1.8)
Abb. 1.3 pi2/8 sowie ϕn =
n∑
k=1
1
(2k − 1)2 , n = 1, 2, ..., 50
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1.2.2 Kippschwingung
Man bezeichnet diese auch als Sa¨gezahnimpuls oder Sa¨gezahnpuls (steigend)
f(x) =
{
x, falls − pi < x < pi,
0, falls x = ±pi, f(x) = f(x+ 2pi). (1.9)
Die periodische Fortsetzung von f(x) auf [Ia, Ib], T = Ib − Ia, erfolgt in Maple
mittels f(x-T*floor((x-Ia)/T)).
Abb. 1.4 f(x) Kippschwingung, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi−periodisch
Zur Auswertung der Fourier-Koeffizienten (1.3) bemerken wir, dass f(x) eine unge-
rade Funktion ist und damit die Fourier-Koeffizienten ak verschwinden. Somit bleibt
nur die Berechnung der Koeffizienten bk, bei Beachtung von Symmetrieeigenschaften.
bk =
1
pi
pi∫
−pi
x sin(kx) dx =
2
pi
pi∫
0
x sin(kx) dx
=
2
pi
[sin(kx)− kx cos(kx)
k2
]pi
0
=
2
pi
(
− pi cos(kpi)
k
)
= (−1)k+1 2
k
.
Die gesuchte Fourier-Reihe ist somit
f(x) = 2
∞∑
k=1
(−1)k+1 sin(kx)
k
(1.10)
und natu¨rlich eine ungerade Funktion. Die zugeho¨rigen Fourier-Polynome seien
fn(x) = 2
n∑
k=1
(−1)k+1 sin(kx)
k
.
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Abb. 1.5 f(x) Kippschwingung, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi-periodisch,
sowie Fourier-Polynome fn(x), n = 1, 2, 3, 50
Die Auswertung der Fourier-Reihe an der Stelle x = pi/2 liefert
pi
2
= 2
∞∑
k=1
(−1)k+1 sin(kpi/2)
k
und somit
pi
4
=
∞∑
k=1
(−1)k+1 sin(kpi/2)
k
= 1− 1
3
+
1
5
− 1
7
± ... . (1.11)
Dies ist die bekannte Reihe von G.W. Leibniz.
Abb. 1.6 pi/4 sowie ϕn =
n∑
k=1
(−1)k+1 sin(kpi/2)
k
, n = 1, 2, ..., 50
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1.2.3 Dreiecksschwingung
Die Dreiecksschwingung bzw. Dreieckpuls hat ebenfalls die Form eines Sa¨gezahnim-
pulses und lautet
f(x) = |x|, −pi <= x <= pi, f(x) = f(x+ 2pi). (1.12)
Die periodische Fortsetzung von f(x) auf [Ia, Ib], T = Ib − Ia, erfolgt in Maple
mittels f(x-T*floor((x-Ia)/T)).
Abb. 1.7 f(x) Dreiecksschwingung, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi−periodisch
Zur Auswertung der Fourier-Koeffizienten (1.3) bemerken wir, dass f(x) eine gerade
Funktion ist und damit die Fourier-Koeffizienten bk verschwinden. Somit bleibt nur
die Berechnung der Koeffizienten ak, bei Beachtung von Symmetrieeigenschaften.
a0 =
1
pi
pi∫
−pi
|x| dx = 2
pi
pi∫
0
|x| dx = pi,
ak =
1
pi
pi∫
−pi
|x| cos(kx) dx = 2
pi
pi∫
0
x cos(kx) dx
=
2
pi
[cos(kx) + kx sin(kx)
k2
]pi
0
= − 2
pi
(cos(kpi)− 1
k2
)
=
{
0, falls k gerade,
− 4
pi
1
k2
, falls k ungerade.
Die gesuchte Fourier-Reihe ist somit
f(x) =
pi
2
− 4
pi
∞∑
k=1
cos((2k − 1)x)
(2k − 1)2 (1.13)
und natu¨rlich eine gerade Funktion. Die zugeho¨rigen Fourier-Polynome seien
fn(x) =
pi
2
− 4
pi
n∑
k=1
cos((2k − 1)x)
(2k − 1)2 .
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Abb. 1.8 f(x) Dreiecksschwingung, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi-periodisch,
sowie Fourier-Polynome fn(x), n = 0, 1, 2, 3, 50
Die Auswertung der Fourier-Reihe an der Stelle x = 0 liefert
0 =
pi
2
− 4
pi
∞∑
k=1
1
(2k − 1)2 .
und somit durch Multiplikation mit −pi/4
pi2
8
=
∞∑
k=1
1
(2k − 1)2 =
1
12
+
1
32
+
1
52
+ ... . (1.14)
Dies ist die bekannte Reihe der Kehrwerte der Quadrate der ungeraden natu¨rlichen
Zahlen, wie sie auch bei der Rechteckschwingung aufgetreten ist.
Abb. 1.9 pi2/8 sowie ϕn =
n∑
k=1
1
(2k − 1)2 , n = 1, 2, ..., 50
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1.2.4 Summe der Kehrwerte von Quadratzahlen
Die bekannteste pi-Formel erha¨lt man aus der Fourier-Reihe fu¨r
f(x) = x2, −pi <= x <= pi, f(x) = f(x+ 2pi). (1.15)
Die periodische Fortsetzung von f(x) auf [Ia, Ib], T = Ib − Ia, erfolgt in Maple
mittels f(x-T*floor((x-Ia)/T)).
Abb. 1.10 f(x) Dreiecksschwingung, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi−periodisch
Zur Auswertung der Fourier-Koeffizienten (1.3) bemerken wir, dass f(x) eine gerade
Funktion ist und damit die Fourier-Koeffizienten bk verschwinden. Somit bleibt nur
die Berechnung der Koeffizienten ak, bei Beachtung von Symmetrieeigenschaften.
a0 =
1
pi
pi∫
−pi
x2 dx =
2
pi
pi∫
0
x2 dx =
2pi2
3
,
ak =
1
pi
pi∫
−pi
x2 cos(kx) dx =
2
pi
pi∫
0
x2 cos(kx) dx
=
2
pi
[2x
k2
cos(kx) +
(x2
k
− 2
k3
)
sin(kx)
]pi
0
=
2
pi
(
(−1)k 2pi
k2
)
= (−1)k 4
k2
.
Die gesuchte Fourier-Reihe ist somit
f(x) =
pi2
3
+ 4
∞∑
k=1
(−1)k
k2
cos(kx) (1.16)
und natu¨rlich eine gerade Funktion. Die zugeho¨rigen Fourier-Polynome seien
fn(x) =
pi2
3
+ 4
n∑
k=1
(−1)k
k2
cos(kx).
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Abb. 1.11 f(x) = x2, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi-periodisch,
sowie Fourier-Polynome fn(x), n = 0, 1, 2, 3, 50
Die Auswertung der Fourier-Reihe an der Stelle x = 0 liefert
0 =
pi2
3
+ 4
n∑
k=1
(−1)k
k2
und somit
pi2
12
=
n∑
k=1
(−1)k+1
k2
. (1.17)
Das ist die alternierende Reihe der Kehrwerte der Quadrate der natu¨rlichen Zahlen.
Abb. 1.12 pi2/12 sowie ϕn =
n∑
k=1
(−1)k+1
k2
, n = 1, 2, ..., 50
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1.2.5 Gleichgerichteter Sinus
Der gleichgerichtete Sinus bzw. Sinuspuls ist
f(x) = | sin(x)|, −pi <= x <= pi, f(x) = f(x+ 2pi). (1.18)
Die periodische Fortsetzung von f(x) auf [Ia, Ib], T = Ib − Ia, erfolgt in Maple
mittels f(x-T*floor((x-Ia)/T)).
Abb. 1.13 f(x) gleichgerichteter Sinus, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi−periodisch
Zur Auswertung der Fourier-Koeffizienten (1.3) bemerken wir, dass f(x) eine gerade
Funktion ist und damit die Fourier-Koeffizienten bk verschwinden. Somit bleibt nur
die Berechnung der Koeffizienten ak, bei Beachtung von Symmetrieeigenschaften.
a0 =
1
pi
pi∫
−pi
| sin(x)| dx = 2
pi
pi∫
0
sin(x) dx =
4
pi
,
ak =
1
pi
pi∫
−pi
| sin(x)| cos(kx) dx = 2
pi
pi∫
0
sin(x) cos(kx) dx
=
1
pi
[cos((k − 1)x)
k − 1 −
cos((k + 1)x)
k + 1
]pi
0
= − 2
pi
(−1)k + 1
k2 − 1
=
 0, falls k ungerade,− 4
pi
1
(k − 1)(k + 1) , falls k gerade.
Die gesuchte Fourier-Reihe ist somit
f(x) =
4
pi
[1
2
−
∞∑
k=1
cos(2kx)
(2k − 1)(2k + 1)
]
(1.19)
und natu¨rlich eine gerade Funktion. Die zugeho¨rigen Fourier-Polynome seien
fn(x) =
4
pi
[1
2
−
n∑
k=1
cos(2kx)
(2k − 1)(2k + 1)
]
.
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Abb. 1.14 f(x) gleichgerichteter Sinus, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi-periodisch,
sowie Fourier-Polynome fn(x), n = 0, 1, 2, 3, 50
Die Auswertung der Fourier-Reihe an der Stelle x = pi/2 liefert
1 =
4
pi
[1
2
−
∞∑
k=1
(−1)k
(2k − 1)(2k + 1)
]
.
und nach Umstellung
pi
4
=
1
2
+
∞∑
k=1
(−1)k−1
(2k − 1)(2k + 1) =
1
2
+
1
1 · 3 −
1
3 · 5 +
1
5 · 7 ∓ ... . (1.20)
Dies ist eine weitere Formel fu¨r pi/4.
Abb. 1.15 pi/4 sowie ϕn =
1
2
+
n∑
k=1
(−1)k−1
(2k − 1)(2k + 1) , n = 1, 2, ..., 50
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1.2.6 Formelu¨bersicht
Wir kombinieren (subtrahieren) und vereinfachen nun die pi2-Formeln (1.8) aus der
Rechteckschwingung/Dreiecksschwingung sowie (1.17) aus der Reihe fu¨r f(x) = x2.
pi2
8
=
1
12
+
1
32
+
1
52
+
1
72
+
1
92
+ ...,
pi2
12
=
1
12
− 1
22
+
1
32
− 1
42
+
1
52
− 1
62
± ...,
pi2
8
− pi
2
12
=
1
22
+
1
42
+
1
62
+
1
82
+ ...,
pi2
24
=
1
22 · 12 +
1
22 · 22 +
1
22 · 32 +
1
22 · 42 + ...,
=
1
4
( 1
12
+
1
22
+
1
32
+
1
42
+ ...
)
,
pi2
6
=
1
12
+
1
22
+
1
32
+
1
42
+ ... .
Somit erhalten wir Formeln fu¨r die Summen der Kehrwerte der Quadratzahlen bzw.
der Quadrate aller geraden und ungeraden natu¨rlichen Zahlen
pi2
6
=
∞∑
n=1
1
n2
=
1
12
+
1
22
+
1
32
+ ...,
pi2
24
=
∞∑
n=1
1
(2n)2
=
1
22
+
1
42
+
1
62
+ ...,
pi2
8
=
∞∑
n=1
1
(2n− 1)2 =
1
12
+
1
32
+
1
52
+ ... .
(1.21)
Notieren wir noch einige interessante Zahlenreihen im Verbindung mit pik-Formeln,
jedoch ohne zu u¨berpru¨fen, ob und wie eventuell die Ergebnisse mit einer Fourier-
Reihenentwicklung zusammenha¨ngen.
pi
8
=
1
2
−
∞∑
n=1
1
(4n− 1)(4n+ 1) =
1
2
− 1
3 · 5 −
1
7 · 9 −
1
11 · 13 − ...,
pi
4
=
∞∑
n=1
(−1)n−1
2n− 1 = 1−
1
3
+
1
5
− 1
7
+
1
9
∓ ...,
=
∞∏
n=1
(
1− 1
(2n+ 1)2
)
=
(
1− 1
32
)(
1− 1
52
)(
1− 1
72
)
· ...,
2
pi
=
∞∏
n=1
(
1− 1
(2n)2
)
=
(
1− 1
22
)(
1− 1
42
)(
1− 1
62
)
· ...,
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pi
4
=
1
2
+
∞∑
n=1
(−1)n−1
(2n− 1)(2n+ 1) =
1
2
+
1
1 · 3 −
1
3 · 5 +
1
5 · 7 −
1
7 · 9 ± ...,
(1 +
√
2)
pi
16
=
1
2
−
∞∑
n=1
1
(8n− 1)(8n+ 1) =
1
2
− 1
7 · 9 −
1
15 · 17 −
1
23 · 25 − ...,
pi
3
√
3
=
1
3
ln(2) +
∞∑
n=1
(−1)n−1
3n− 1 =
1
3
ln(2) +
1
2
− 1
5
+
1
8
− 1
11
± ...,
pi
3
√
3
= −1
3
ln(2) +
∞∑
n=1
(−1)n−1
3n− 2 = −
1
3
ln(2) + 1− 1
4
+
1
7
− 1
10
± ...,
pi
12
√
3
=
1
4
ln(3)− 1
6
+
∞∑
n=1
1
(3n+ 1)(3n+ 2)(3n+ 3)(3n+ 4)
=
1
4
ln(3)− 1
6
+
1
1 · 2 · 3 · 4 +
1
4 · 5 · 6 · 7 +
1
7 · 8 · 9 · 10 + ...,
pi2
6
= 3
∞∑
n=1
1
n2(2n
n
)
,
pi2
12
= ln(2) +
∞∑
n=1
(−1)n+1 n
(n+ 1)2
= ln(2) +
1
22
− 2
32
+
3
42
− 4
52
± ...,
pi2
16
=
1
2
+
∞∑
n=1
1
(4n2 − 1)2 =
1
2
+
1
32
+
1
152
+
1
352
+ ...,
pi3
32
=
∞∑
n=1
(−1)n−1
(2n− 1)3 = 1−
1
33
+
1
53
− 1
73
± ...,
pi4
90
=
∞∑
n=1
1
n4
= 1 +
1
24
+
1
34
+
1
44
+
1
54
+ ...,
pi4
96
=
∞∑
n=1
1
(2n− 1)4 = 1 +
1
34
+
1
54
+
1
74
+ ...,
5pi5
1536
=
∞∑
n=1
(−1)n−1
(2n− 1)5 = 1−
1
35
+
1
55
− 1
75
± ... .
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1.3 Anwendung fu¨r die Partialbruchzerlegung des
Cotangens
Betrachten wir die Funktion f(x) = cos(cx) mit c ∈ R\Z, die auf [−pi, pi] definiert
und daru¨ber hinaus 2pi-periodisch fortgesetzt sei.
Die periodische Fortsetzung von f(x) auf [Ia, Ib], T = Ib − Ia, erfolgt in Maple
mittels f(x-T*floor((x-Ia)/T)).
Abb. 1.16 f(x) = cot(cx), c ∈ R\Z, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi−periodisch
Da f eine gerade Funktion ist, verschwinden alle Fourier-Koeffizienten bk. Fu¨r die
anderen Fourier-Koeffizienten ak erha¨lt man
ak =
1
pi
pi∫
−pi
cos(cx) cos(kx) dx
=
1
2pi
pi∫
−pi
[cos((k + c)x)− cos((k − c)x)] dx
=
1
2pi
[sin((k + c)x)
k + c
+
sin((k − c)x)
k − c
]pi
−pi
=
1
pi
[sin((k + c)pi)
k + c
+
sin((k − c)pi)
k − c
]
.
(1.22)
Beru¨cksichtigt man das Additionstheorem sin(α+ β) = sin(α) cos(β) + cos(α) sin(β)
sowie sin(kpi) = 0, cos(kpi) = (−1)k, so bekommt man nach Zusammenfassen der
Bru¨che
ak =
1
pi
(−1)k sin(pic) 2c
c2 − k2 . (1.23)
Daraus folgt die Darstellung
f(x) = cos(cx) =
sin(pic)
pi
[
1
c
+
∞∑
k=1
(−1)k cos(kx) 2c
c2 − k2
]
(1.24)
und das zugeho¨rige Fourier-Polynom fn(x).
1.3 Anwendung fu¨r die Partialbruchzerlegung des Cotangens 15
Abb. 1.17 f(x) = cos(cx), c ∈ R\Z, x ∈ [−pi, pi], f(x) ist 2pi-periodisch,
sowie Fourier-Polynome fn(x), n = 0, 1, 2, 3, 50, wobei f50(x) ≈ f(x)
Setzt man nun x = pi, so erha¨lt man unmittelbar die Partialbruchzerlegung des
Cotangens mit c ∈ R\Z
pi cot(cpi) =
1
c
+
∞∑
k=1
2c
c2 − k2 =
1
c
+
∞∑
k=1
( 1
c+ k
+
1
c− k
)
. (1.25)
Dazu fu¨r ausgewa¨hlte Parameter c ein grafischer Vergleich von cot(cpi) mit der Folge
von Partialbruchzerlegungen
ϕn(c) =
1
pi
(
1
c
+
n∑
k=1
2c
c2 − k2
)
, n = 0, 1, 2, ... . (1.26)
Abb. 1.18 cot(cpi), c = 1.6, 1.8, 0.3, sowie ϕn(c), n = 0, 1, 2, ..., 50
Kapitel 2
Sammlung von Fourier-Reihen
Dargestellt werden zahlreiche Beispiele von periodischen Funktionen f(x) : R → R,
f(x) = f(x+T ), mit ihren Eigenschaften, Periode T , Periodizita¨tsintervall [0, T ] bzw.
[−T/2, T/2], Frequenz ωT = 2piT , Graphen, Fourier-Reihe und Fourier-Polynom. Zu
einfachen Modifikationen der Funktionen - dazu geho¨ren lineare Transformationen
wie Streckung, Stauchung, Spiegelung, Verschiebung - lassen sich sofort auch die
vera¨nderten Fourier-Reihen angeben. Mittels geeigneter Kombinationen lassen sich
neue Fourier-Reihen von Funktionen angeben.
Wenn die Funktionen nur stu¨ckweise stetig sind, dann treten an ein oder mehreren
Stellen Unstetigkeiten auf. An diesen Stellen sind per Definition als Funktionswerte
der Mittelwert von links- und rechtsseitigen Grenzwerten genommen worden. An
diesen Stellen tritt auch das Gibbssche Pha¨nomen auf.
In den Abbildungen zeigen wir die periodische Funktion zusammen mit ausgewa¨hlten
Fourier-Polynomen Φn(x) =
a0
2
+
∑n
k=1[ak cos(kωTx) + bk sin(kωTx)] als gestrichelte
oder gepunktete Kurven, wobei n ≤ 15 ist. Bei dieser Notation sind formal alle
Glieder beru¨cksichtigt. Ein kompakte Formel davon ist fn(x). In der Unterschrift zur
Abbildung benutzen wir eine Kurzform der Definition der Originalfunktion f(x). Fu¨r
stetige bzw. glatte Funktionen unterscheiden sich ihre Fourier-Polynome nur wenig,
so dass sie graphisch manchmal nicht zu unterscheiden sind.
(1) Dreiecksschwingung, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = |x|, x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
pi
2
− 4
pi
∞∑
k=1
cos((2k − 1)x)
(2k − 1)2
Als neue Bezeichnung des Fourier-Polynoms nehmen wir
fn(x) =
pi
2
− 4
pi
n∑
k=1
cos((2k − 1)x)
(2k − 1)2 ,
so dass sich damit fn(x) = Φ2n−1(x) ≡ Φ2n(x) ergibt.
17
Zur vertikal gespiegelten Dreiecksschwingung pi − |x| erha¨lt man die Fourier-
Reihe
pi − |x| = pi
2
+
4
pi
∞∑
k=1
cos((2k − 1)x)
(2k − 1)2 .
Zur gestreckten Dreiecksschwingung pi
4
|x| ergibt sich die Fourier-Reihe
pi
4
|x| = pi
2
8
−
∞∑
k=1
cos((2k − 1)x)
(2k − 1)2 .
Abb. 2.1 f(x) = |x|, pi − |x|, pi
4
|x|, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynome f3(x) = Φ5(x) ≡ Φ6(x) (gestrichelte Kurven)
(2) Kippschwingung, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =
{
x, falls − pi < x < pi,
0, falls x = ±pi, x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) = 2
∞∑
k=1
(−1)k−1 sin(kx)
k
Abb. 2.2 f(x) = x, x ∈ [−pi, pi], Fourier-Polynom f3(x)
(3) Kippschwingung, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =
{
x, falls 0 < x < 2pi,
pi, falls x = 0, 2pi,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) = pi − 2
∞∑
k=1
sin(kx)
k
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Abb. 2.3 f(x) = x, x ∈ [0, 2pi], Fourier-Polynom f3(x)
Damit hat man als Sonderfa¨lle auch die Fourier-Reihen fu¨r x− pi bzw. −x+ pi
auf [0, 2pi].
(4) Dreieckschwingung, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

x, falls 0 ≤ x < pi
2
,
−x+ pi, falls pi
2
≤ x < 3pi
2
,
x− 2pi, sonst,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
4
pi
∞∑
k=1
(−1)k−1 sin((2k − 1)x)
(2k − 1)2
Abb. 2.4 f(x) Dreieckschwingung, x ∈ [0, 2pi], Fourier-Polynom f3(x)
(5) Dreieckschwingung, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

3
pi
x, falls 0 ≤ x < 4pi
3
,
4− 18
pi
(x− 4pi
3
), falls 4pi
3
≤ x < 5pi
3
,
−2 + 6
pi
(x− 5pi
3
), falls 5pi
3
≤ x ≤ 2pi,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+2pi)
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f(x) =
4
3
+
3
pi2
∞∑
k=1
[(
1 + 7 cos
(4pik
3
)
− 8 cos
(5pik
3
)) cos(kx)
k2
+
(
7 sin
(4pik
3
)
− 8 sin
(5pik
3
)) sin(kx)
k2
]
Man beachte
cos
(5pik
3
)
= (−1)k cos
(4pik
3
)
, sin
(5pik
3
)
= −(−1)k sin
(4pik
3
)
.
Abb. 2.5 f(x) Dreieckschwingung, x ∈ [0, 2pi], Fourier-Polynom f3(x)
(6) Dreieckimpuls, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

1− | 6
pi
x− 1|, falls 0 ≤ x < pi
3
,
0, falls pi
3
≤ x < 5pi
3
,
−1 + | 6
pi
x− 11|, falls 5pi
3
≤ x ≤ 2pi,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+2pi)
f(x) =
6
pi2
∞∑
k=1
[
2 sin
(pik
6
)
−sin
(pik
3
)
+sin
(5pik
3
)
−2 sin
(11pik
6
)] sin(kx)
k2
=
24
pi2
∞∑
k=1
sin
(pik
6
)[
1− cos
(pik
6
)] sin(kx)
k2
Abb. 2.6 f(x) Dreieckimpuls, x ∈ [0, 2pi], Fourier-Polynom f5(x)
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(7) Parabelbo¨gen, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = x2, x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
pi2
3
− 4
∞∑
k=1
(−1)k−1 cos(kx)
k2
Abb. 2.7 f(x) = x2, Parabelbo¨gen, x ∈ [−pi, pi], Fourier-Polynom f3(x)
(8) Parabelbo¨gen, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

−x2, falls − pi < x < 0,
x2, falls 0 ≤ x < pi,
0, sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) = 2pi
∞∑
k=1
[(
1− 4
pi2(2k − 1)2
)sin((2k − 1)x)
2k − 1 −
sin(2kx)
2k
]
Abb. 2.8 f(x)=sign(x)x2, Parabelbo¨gen, x∈ [−pi, pi], Fourier-Polynom f3(x)
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(9) Parabelbo¨gen, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = x(pi − x), x ∈ [0, pi], f(x) = f(x+ pi)
f(x) =
pi2
6
−
∞∑
k=1
cos(2kx)
k2
Abb. 2.9 f(x) = x(pi − x), Parabelbo¨gen, x ∈ [0, pi], Fourier-Polynom f3(x)
(10) Parabelbo¨gen, stetig differenzierbar
f(x) =
{
x(pi + x), falls − pi ≤ x < 0,
x(pi − x), sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
8
pi
∞∑
k=1
sin((2k − 1)x)
(2k − 1)3
Abb. 2.10 f(x)=x(pi±x), Parabelbo¨gen, x∈ [−pi, pi], Fourier-Polynom f1(x)
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(11) Rechteckschwingung, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = sign(sin(x))
=

−1 fu¨r x ∈ (−pi, 0),
1 fu¨r x ∈ (0, pi),
0 sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
4
pi
∞∑
k=1
sin((2k − 1)x)
2k − 1
Abb. 2.11 f(x) = sign(sin(x)), Rechteckschwingung, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynom f3(x)
(12) Rechteckimpuls, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = 1
2
[1− sign(sin(pix
2
))]
=

1 fu¨r x ∈ (−2, 0),
0 fu¨r x ∈ (0, 2),
1
2
sonst,
x ∈ [−2, 2], f(x) = f(x+ 2)
f(x) =
1
2
− 2
pi
∞∑
k=1
sin((2k − 1)pix/2)
2k − 1
Abb. 2.12 f(x) = 1
2
[1− sign(sin(pix
2
))], Rechteckimpuls, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynom f3(x)
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(13) Rechteckschwingung, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = sign(cos(x))
=

−1 fu¨r x ∈ [−pi,−pi
2
),
1 fu¨r x ∈ (−pi
2
, pi
2
),
−1 fu¨r x ∈ (pi
2
, pi],
0 sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
4
pi
∞∑
k=1
(−1)k−1 cos((2k − 1)x)
2k − 1
Abb. 2.13 f(x) = sign(cos(x)), Rechteckschwingung, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynom f3(x)
(14) Schwingung, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

4
pi
|x| fu¨r |x| < pi
4
,
1 fu¨r pi
4
≤ |x| < pi
2
,
0 fu¨r pi
2
< |x| ≤ pi,
1
2
sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
3
8
+
2
pi2
∞∑
k=1
[
kpi sin
(kpi
2
)
+ 4 cos
(kpi
4
)
− 4
] cos(kx)
k2
Abb. 2.14 f(x) Schwingung, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynome f3(x), f15(x) (gepunktete Kurve)
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(15) Treppenfunktion, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

3 fu¨r x = 0, 2pi,
x− 1
2
fu¨r x = 1, 2, ..., 6,
[x] sonst,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
12pi − 21
2pi
+
1
pi
∞∑
k=1
[
sin(k)[−1− 4 cos(k)
+8 cos2(k) + 24 cos3(k)− 16 cos4(k)− 32 cos5(k)] cos(kx)
k
+[−7 + 3 cos(k) + 12 cos2(k)− 16 cos3(k)
−40 cos4(k) + 16 cos5(k) + 32 cos6(k)] sin(kx)
k
]
Abb. 2.15 f(x) = [x], Treppenfunktion, x ∈ [0, 2pi],
Fourier-Polynome f3(x), f15(x) (gepunktete Kurve)
(16) Treppenfunktion, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

−1 fu¨r x ∈ (−pi,−pi
2
),
−3
4
fu¨r x = −pi
2
,
−1
2
fu¨r x ∈ (−pi
2
, 0),
1
2
fu¨r x ∈ (0, pi
2
),
3
4
fu¨r x = pi
2
,
1 fu¨r x ∈ (pi
2
, pi),
0 sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
1
pi
∞∑
k=1
[
1− 2(−1)k + cos
(kpi
2
)] sin(kx)
k
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Abb. 2.16 f(x) Treppenfunktion, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynome f3(x), f15(x) (gepunktete Kurve)
(17) Treppenfunktion, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

pi
2
fu¨r x ∈ (0, pi
4
),
pi
4
fu¨r x = pi
4
,
0 fu¨r x ∈ (pi
4
, 7pi
4
),
−pi
4
fu¨r x = 7pi
4
,
−pi
2
fu¨r x ∈ (7pi
4
, 2pi)
0 sonst,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
∞∑
k=1
[
1− cos
(kpi
4
)]sin(kx)
k
Abb. 2.17 f(x) Treppenfunktion, x ∈ [0, 2pi],
Fourier-Polynome f3(x), f15(x) (gepunktete Kurve)
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(18) Treppenfunktion, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

2 fu¨r x ∈ (−pi
4
, pi
4
),
1 fu¨r x = −pi
4
, pi
4
,
0 sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
1
2
+
4
pi
∞∑
k=1
sin
(kpi
4
) cos(kx)
k
Abb. 2.18 f(x) Treppenfunktion, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynome f3(x), f15(x) (gepunktete Kurve)
(19) Treppenfunktion, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

2 fu¨r x ∈ (−T
4
, T
4
),
1 fu¨r x = −T
4
, T
4
,
0 sonst,
x ∈ [−T
2
, T
2
], f(x) = f(x+ T )
f(x) = 1 +
4
pi
∞∑
k=1
(−1)k−1 cos((2k − 1)2pix/T )
2k − 1
Abb. 2.19 f(x) Treppenfunktion, x ∈ [−T
2
, T
2
], T = 2pi,
Fourier-Polynome f3(x), f15(x) (gepunktete Kurve)
Mit T = 2pi kommt man nach Subtraktion von 1 zum Ergebnis aus Punkt (13).
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(20) Alternierende Funktion, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

−x− pi fu¨r x ∈ (−pi, 0),
x fu¨r x = (0, pi),
−pi
2
fu¨r x = 0,
pi
2
fu¨r x = ±pi,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) = − 4
pi
∞∑
k=1
cos((2k − 1)x)
(2k − 1)2 + 2
∞∑
k=1
sin((2k − 1)x)
2k − 1
Abb. 2.20 f(x) alternierende Funktion, x ∈ [−pi, pi], Fourier-Polynom f3(x)
(21) Alternierende Funktion, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

−x− pi fu¨r x ∈ [−pi,−3pi
4
),
x
3
fu¨r x ∈ [−3pi
4
, 0),
x fu¨r x ∈ [0, pi
4
)
−1
3
(x− pi) sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) = − 4
3pi
∞∑
k=1
1 + cos(3pi(2k − 1)/4)− cos(pi(2k − 1)/4)
(2k − 1)2 cos((2k − 1)x)
+
4
3pi
∞∑
k=1
sin(3pi(2k − 1)/4) + sin(pi(2k − 1)/4)
(2k − 1)2 sin((2k − 1)x)
=
4
3pi
∞∑
k=1
1
(2k − 1)2
[
−
(
1− (−1)[k/2]
√
2
)
cos((2k − 1)x)
+ (−1)[(k−1)/2]√2 sin((2k − 1)x)
]
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Abb. 2.21 f(x) alternierende Funktion, x ∈ [−pi, pi], Fourier-Polynom f3(x)
(22) Alternierende Funktion, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar, ungerade
f(x) =

−x− pi fu¨r x ∈ [−pi,−pi
2
),
x fu¨r x ∈ [−pi
2
, pi
2
),
−x+ pi sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
4
pi
∞∑
k=1
sin(kpi/2)
k2
sin(kx) =
4
pi
∞∑
k=1
(−1)k−1 sin((2k − 1)x)
(2k − 1)2
Abb. 2.22 f(x) alternierende Funktion, x ∈ [−pi, pi], Fourier-Polynom f3(x)
(23) Alternierende Funktion, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar, gerade
f(x) =

−x− pi fu¨r x ∈ [−pi,−3pi
4
),
x+ pi
2
fu¨r x ∈ [−3pi
4
,−pi
4
),
|x| fu¨r x ∈ [−pi
4
, pi
4
)
−x+ pi
2
fu¨r x ∈ [pi
4
, 3pi
4
)
x− pi sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) = − 4
pi
∞∑
k=1
1 + cos(3pi(2k − 1)/4)− cos(pi(2k − 1)/4)
(2k − 1)2 cos((2k − 1)x)
= − 4
pi
∞∑
k=1
(
1− (−1)[k/2]
√
2
)cos((2k − 1)x)
(2k − 1)2
Abb. 2.23 f(x) alternierende Funktion, x ∈ [−pi, pi], Fourier-Polynom f3(x)
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(24) Trapezkurve (gleichsch. Trapez), stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

x
ϕ
fu¨r x ∈ [0, ϕ), 0 < ϕ < pi
2
,
1 fu¨r x ∈ [ϕ, pi − ϕ),
pi−x
ϕ
fu¨r x ∈ [pi − ϕ, pi + ϕ),
−1 fu¨r x ∈ [pi + ϕ, 2pi − ϕ),
x−2pi
ϕ
sonst,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
4
piϕ
∞∑
k=1
sin((2k − 1)ϕ)sin((2k − 1)x)
(2k − 1)2
Abb. 2.24 f(x) Trapezkurve, x ∈ [0, 2pi], ϕ = pi
4
, Fourier-Polynom f3(x)
(25) Trapezimpuls (gleichsch. Trapez), stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

x−ξ
ϕ−ξ fu¨r x ∈ [ξ, ϕ), 0<ξ<ϕ< pi2 ,
1 fu¨r x ∈ [ϕ, pi − ϕ),
pi−ξ−x
ϕ−ξ fu¨r x ∈ [pi − ϕ, pi − ξ),
pi+ξ−x
ϕ−ξ fu¨r x ∈ [pi + ξ, pi + ϕ),
−1 fu¨r x ∈ [pi + ϕ, 2pi − ϕ),
x−2pi+ξ
ϕ−ξ fu¨r x ∈ [2pi − ϕ, 2pi − ξ),
0 sonst,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
4
pi(ϕ− ξ)
∞∑
k=1
[
sin((2k − 1)ϕ)− sin((2k − 1)ξ)
]sin((2k − 1)x)
(2k − 1)2
Abb. 2.25 f(x) Trapezimpuls, x∈[−pi, pi], ξ= pi
6
, ϕ= pi
3
, Fourier-Polynom f3(x)
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(26) Kippschwingung, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =
{
1− 2
pi
x, falls 0 < x < pi,
0, falls x = 0, pi,
x ∈ [0, pi], f(x) = f(x+ pi)
f(x) =
2
pi
∞∑
k=1
sin(2kx)
k
Abb. 2.26 f(x) = 1− 2
pi
x, Kippschwingung, x ∈ [0, pi],
Fourier-Polynom f6(x)
(27) Kippschwingung, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =
{
c(1− 2
T
x), falls 0 < x < T,
0, falls x = 0, T,
x ∈ [0, T ], f(x) = f(x+ T ), c > 0
f(x) =
4c
T
∞∑
k=1
sin(2kpix/T )
k
Abb. 2.27 f(x) = c(1− 2
T
x), Kippschwingung, x ∈ [0, T ], T = 2pi, c = pi,
Fourier-Polynom f6(x)
Mit c = pi und T = 2pi kommt man zu einem Sonderfall aus Punkt (3).
Mit c = 1 und T = pi ist man bei Punkt (26).
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(28) Kippschwingung, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =

4
pi
x, falls 0 < x < pi
2
,
0, falls x = pi
2
,
4
pi
(x− pi), falls pi
2
< x < 2pi,
2, falls x = 0, 2pi,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) = 1 +
4
pi
∞∑
k=1
1
k
[
sin(kpi/2) cos(kx)− (cos(kpi/2) + 1) sin(kx)
]
Abb. 2.28 f(x) Kippschwingung, x ∈ [0, 2pi],
Fourier-Polynome f6(x), f15(x)
(29) Trendfunktion, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) =
{
e−x, falls 0 < x < 2pi,
1
2
(1 + e−2pi), falls x = 0, 2pi,
x ∈ [0, 2pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
1− e−2pi
2pi
+
1− e−2pi
pi
∞∑
k=1
1
1 + k2
[
cos(kx) + k sin(kx)
]
Abb. 2.29 f(x) = e−x, Trendfunktion, x ∈ [0, 2pi],
Fourier-Polynome f3(x), f15(x)
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(30) Gleichgerichteter Sinus, Zweiweggleichrichtung, stetig und stu¨ckweise stetig dif-
ferenzierbar
f(x) = | sin(x)|, x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
2
pi
− 4
pi
∞∑
k=1
cos(2kx)
4k2 − 1
Abb. 2.30 f(x) = | sin(x)|, Zweiweggleichrichtung, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynom f3(x)
Mit der periodischen Fortsetzung von f(x) = sin(x) auf [0, T ] = [0, pi] gelangt
man zum selben Ergebnis.
(31) Gleichgerichteter Cosinus, Zweiweggleichrichtung, stetig und stu¨ckweise stetig
differenzierbar
f(x) = | cos(x)|, x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
2
pi
+
4
pi
∞∑
k=1
(−1)k−1 cos(2kx)
4k2 − 1
Abb. 2.31 f(x) = | cos(x)|, Zweiweggleichrichtung, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynom f3(x)
Mit der periodischen Fortsetzung von f(x) = cos(x) auf [−T
2
, T
2
] = [−pi
2
, pi
2
]
gelangt man zum selben Ergebnis.
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(32) Sinusimpuls, Einweggleichrichtung, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = max
x
{sin(x), 0}
=
{
0 fu¨r x ∈ [−pi, 0],
sin(x) fu¨r x ∈ (0, pi], x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
1
pi
+
1
2
sin(x)− 2
pi
∞∑
k=1
cos(2kx)
4k2 − 1
Abb. 2.32 f(x) = max
x
{sin(x), 0}, Sinusimpuls, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynom f3(x)
(33) Cosinusimpuls, Einweggleichricht., stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = max
x
{cos(x), 0}
=
{
cos(x) fu¨r x ∈ (−pi
2
, pi
2
),
0 sonst,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
1
pi
+
1
2
cos(x) +
2
pi
∞∑
k=1
(−1)k−1 cos(2kx)
4k2 − 1
Abb. 2.33 f(x) = max
x
{cos(x), 0}, Cosinusimpuls, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynom f3(x)
34 Sammlung von Fourier-Reihen
(34) Halber Sinus, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = sin(x), x ∈ [−pi
2
, pi
2
], f(x) = f(x+ pi), f(±pi
2
) = 0
f(x) =
4
pi
∞∑
k=1
(−1)k−1 2k sin(2kx)
4k2 − 1
Abb. 2.34 f(x) = sin(x), halber Sinus, x ∈ [−pi
2
, pi
2
],
Fourier-Polynome f3(x), f15(x)
(35) Halber Cosinus, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = cos(x), x ∈ [0, pi], f(x) = f(x+ pi), f(0) = f(pi) = 0
f(x) =
4
pi
∞∑
k=1
2k sin(2kx)
4k2 − 1
Abb. 2.35 f(x) = cos(x), halber Cosinus, x ∈ [0, pi],
Fourier-Polynome f3(x), f15(x)
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(36) Funktion, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = x cos(x), x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi), f(±pi) = 0
f(x) = −1
2
sin(x) +
∞∑
k=2
(−1)k 2k sin(kx)
k2 − 1
Abb. 2.36 f(x) = x cos(x), Funktion mit Cosinus, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynome f3(x), f15(x)
(37) Funktion, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = x(1 + cos(x)), x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi)
f(x) =
3
2
sin(x) +
∞∑
k=2
(−1)k−1
[2
k
− 2k
k2 − 1
]
sin(kx)
Abb. 2.37 f(x) = x(1 + cos(x)), Funktion mit Cosinus, x ∈ [−pi, pi],
Fourier-Polynom f3(x)
Die Punkte (2) und (36) fu¨hren auch zu diesem Ergebnis.
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(38) Funktion mit Sinus, stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = sin(cx), x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi), f(±pi) = 0,
c nicht ganzzahlig
f(x) =
2 sin(cpi)
pi
∞∑
k=1
(−1)k−1 k sin(kx)
k2 − c2
Abb. 2.38 f(x) = sin(cx), x ∈ [−pi, pi], c = 1.2 nicht ganzzahlig,
Fourier-Polynom f3(x)
Fu¨r c = 1
2
haben wir dieselben Fourier-Koeffizienten wie im Punkt (34).
(39) Gleichgerichteter Drehstrom, stetig und stu¨ckweise stetig differenzierbar
f(x) = max
x
{cos(x+ pi
3
), cos(x− pi
3
), cos(x− pi)}
= cos(x− pi
3
) = sin(x+ pi
6
), x ∈ [0, 2pi
3
], f(x) = f(x+ 2pi
3
)
f(x) =
3
√
3
pi
(1
2
−
∞∑
k=1
cos(3kx)
9k2 − 1
)
Abb. 2.39 f(x) = cos(x− pi
3
), gleichgerichteter Drehstrom, x ∈ [0, 2pi
3
],
Fourier-Polynom f3(x)
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(40) Stetige und nirgends differenzierbare Funktion
f(x) =
∞∑
k=0
ak cos(bkpix), 0 < a < 1, b ∈ N, b > 0, ab > 1 + 3pi
2
,
x ∈ [−1, 1], f(x) = f(x+ 2), (a, b) = (1
3
, 12), (1
2
, 13)
Die Funktion hat schon die Gestalt einer Fourier-Reihe.
Der Plot der Funktion f(x) ist problematisch und manchmal auch sehr zeitauf-
wendig wegen ihrer extrem starken Schwingungen. Ein guter “Ersatz“ als Plot
wa¨re dafu¨r das punktweise ausgewertete Fourier-Polynom f6(x). Zum Vergleich
mit f(x) verwenden wir in den folgenden beiden Abbildungen das Fourier-
Polynom f2(x).
Abb. 2.40 f(x) stetige und nirgends differenzierbare Funktion, x ∈ [−1, 1],
(a, b) = (1
3
, 12), Fourier-Polynom f2(x)
Abb. 2.41 f(x) stetige und nirgends differenzierbare Funktion, x ∈ [−1, 1],
(a, b) = (1
2
, 13), Fourier-Polynom f2(x)
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(41) Stetige und nirgends differenzierbare Funktion
f(x) =
∞∑
k=0
ak sin(bkx), 0 < a < 1, b ∈ N, b > 0,
x ∈ [−pi, pi], f(x) = f(x+ 2pi), (a, b) = (2
3
, 2), (1
4
, 16), ( 1
10
, 101)
Die Funktion hat schon die Gestalt einer Fourier-Reihe.
Auch hier ist de Plot der Funktion f(x) ist problematisch wegen ihres extremen
Schwingungsverhaltens. Deshalb wird sie “ersatzweise“ durch das punktweise
ausgewertete Fourier-Polynom f10(x) dargestellt.
Abb. 2.42 f(x) stetige und nirgends differenzierbare Funktion, x ∈ [−pi, pi],
(a, b) = (2
3
, 2), Fourier-Polynome f3(x), f6(x)
Abb. 2.43 f(x) stetige und nirgends differenzierbare Funktion, x ∈ [−pi, pi],
(a, b) = (1
4
, 16), Fourier-Polynom f0(x), f1(x)
Abb. 2.44 f(x) stetige und nirgends differenzierbare Funktion, x ∈ [−pi, pi],
(a, b) = ( 1
10
, 101), Fourier-Polynom f0(x), f1(x)
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(42) Heaviside-Funktion, stu¨ckweise stetig differenzierbare Funktion
h(t) =
{
1 fu¨r t > 0,
0 fu¨r t < 0
Abb. 2.45 h(t) Heaviside-Funktion, t ∈ [−2, 2],
mit Option discont=false (links) und discont=true
Wir erga¨nzen an den Sprungstellen die Mittelwerte.
f(x) =

1 fu¨r x ∈ (0, 1),
0 fu¨r x ∈ (−1, 0),
1
2
sonst,
x ∈ [−1, 1], f(x) = f(x+ 2)
Abb. 2.46 f(x), t ∈ [−1, 1], mit Option discont=true (linker Graph),
als periodische Fortsetzung, t ∈ [−1, 1], mit Option discont=true
und ku¨nstlicher Erga¨nzung der Mittelwerte an den Sprungstellen
f(x) =
1
2
+
2
pi
∞∑
k=1
sin((2k − 1)pix)
2k − 1
Abb. 2.47 f(x) Heaviside-Funktion, x ∈ [−1, 1], Fourier-Polynom f3(x)
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